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مقدمه
:، المان یک بعدی و تنها تحت بارگذاری محوری است که المان‌‌میله
 مناسب برای تحلیل پاسخ سازه ها تنها در شرایط بارگذاری محوری

عدم توانایی در انتقال اثرات خمش

عدم کارایی در سازه هایی با اتصالات گیردار به صورت جوش و یا پیچ

:(تیر)المان‌خمشی

عرضی قادر به توصیف اثرات خمش ( یک بعدی)المان خطی
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تئوری مقدماتی تیر

(ب(‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)الف)

(‌‌ج.‌)المان‌تیر‌تغییرشکل‌داده(‌ب.‌)های‌ساده‌تحت‌بار‌گستردهگاهتیر‌با‌تکیه(‌الف)

قرارداد‌علامت‌برای‌نیروی‌برشی‌و‌لنگر‌خمشی

(‌‌ج)
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تئوری مقدماتی تیر
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تئوری مقدماتی تیر
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:آیدمیدستبهروبروصورتبه
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یابتوابع درون 

(ب)(‌الف)

(ج)

ل‌کاملاً‌های‌انتهایی‌یکسان‌اما‌با‌فرم‌تغییرشکهای‌تیر‌با‌جابجاییالمان(‌ب)و‌(‌الف)

پیوستگی‌غیر‌قابل‌قبول‌از‌نظر‌فیزیکی‌در‌گره‌اتصال(‌ج.‌)متفاوت
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گرهی‌المان‌تیر‌نشان‌داده‌شده‌در‌جهت‌مثبتهای‌جابجایی

 1 2 1 2( ) , , , ,v x f v v x 

یابتوابع درون 
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حسببرضرایبقبل،روابطهمزمانحلبا
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محاسبه تنش در المان
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خمشیماتریس سختی المان 
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خمشیماتریس سختی المان 
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خمشیماتریس سختی المان 
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خمشیماتریس سختی المان 

1 111 12 13 14

1 121 22 23 24

31 32 33 34 2 2

41 42 43 44 2 2

v Fk k k k

Mk k k k

k k k k v F

k k k k M





    
    
        

     
          

mnk, 1,4m n های ماتریس سختی المان هستند، درایهباشندکه در آن                      می.

:کهشود میمشاهده 

2 2

2 2

0

          , 1, 4

L

m n
mn nm z

d N d N
k k EI dx n m

dx dx
  

22 2 2 2

31 2 4 1
1 1 1 2 22 2 2 2 2

1 0

L

e
z

U d Nd N d N d N d N
F EI v v dx

v dx dx dx dx dx
 

 
     

  




المان های خمشی-فصل پنجم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

18

خمشیماتریس سختی المان 

.استمتقارنالمانسختیماتریسانتظارمطابقاست،خطیالاستیکالماناینکهبهتوجهبا

طولی بی بعد       های ماتریس، بهتر است که انتگرال فوق با استفاده از متغیر قبل از محاسبه درایه
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خمشیماتریس سختی المان 
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ماتریس سختی المان خمشی
:آیندمیدستبهزیرصورتبهباقیماندهسختیضرایبگیری،انتگرالروندادامهبا
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بردار نیروی المان

(ب(‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)الف)

(‌‌ج.‌)قرارداد‌مثبت‌بر‌اساس‌تئوری‌مقاومت‌مصالح(‌ب.‌)های‌گرهیقرارداد‌مثبت‌نیرو(‌الف)
.های‌برش‌و‌لنگر‌خمشی‌برای‌نشان‌دادن‌تاثیرات‌بار‌متمرکزدیاگرام

(ج)

1 1

1 1

2 2

2 2

F V

M M

F V

M M

   
   

   
   

   
   
   



المان های خمشی-فصل پنجم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

22

مثال

استفادهبا.استشدهاعمالآندهانهوسطبرPنیرویکهدهدمینشانرااستاتیکینامعینتیریکشکل

.آوریددستبهرادهانهوسطتغییرشکلمقدارخمشی،الماندواز

(الف)

(ب)

(ج)

جابجایی(‌ج.‌)هاها‌و‌المانگذاری‌جابجاییاسم(‌ب)تیر‌بارگذاری‌شده‌(‌الف)
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مفابلکلیفرمازاستفادهبا    K U F

دستهبزیرصورتبهتوانمیراسیستممعادلاتکلی،فرمایندرشدهمحاسبهمقادیرجایگذاریباو
:آورد

1 1

2 2
1 1

2 2

2 2 23

2 2

3 3

2 2

3 3

96 24 96 24 0 0

24 8 24 4 0 0

96 24 192 0 96 24

24 4 0 16 24 4

0 0 96 24 96 24

0 0 24 4 24 8

z

v FL L

ML L L L

v FL LEI

ML L L L LL

L L v F

L L L L M







     
    

     
          

    
     

     
    
        

با اعمال شرایط مرزی 
1 1 3 0v v   یابندمیمعادلات به شکل زیر کاهش:

2

2 2

23

2 2

3

192 0 24 -

0 16 4 0

24 4 8 0

z

vL P
EI

L L
L

L L L





    
    

    
        
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شوندمیحاصلزیرصورتبهگرهیهایجابجاییآنازکه

3 2 2

2 2 3

7
                      

768 128 32z z z

PL PL PL
v

EI EI EI
 

 
  

شکلدرشدهرذکهایجابجاییونیافتهشکلتغییروضعیتهمراهبهتیرییافتهتغییرشکلشکل

-بههاالعملعکسمقید،معادلاتدرگرهیهایجابجاییمقادیرجایگذاریبا.اندشدهدادهنشان

.آیندمیدستبهزیرصورت
1 2 23

11
( 96 24 )

16

zEI P
F v L

L
   

3 2 2 33

5
( 96 24 24 )

16

zEI P
F v L L

L
     

2

1 2 23

3
( 24 4 )

16

zEI PL
M Lv L

L
   
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کهیافتخواهیمتیربرایکلیتعادلشرایطکنترلبا

11 5
0

16 16
y

P P
F P   

داریم،1گرهحوللنگرگیریبرآیندباو

3 5
0

16 2 16

PL L P
M P L   

. کندتعادل کلی را ارضا میشرایط بنابراین جواب المان محدود 
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دهگسترهای کار معادل برای بار

1 1 1 1 2 2 2 2

0

( ) ( )

L

q q q qW q x v x dx F v M F v M     

0

( ) ( )

L

W q x v x dx 
باهاآنتوسطشدهانجامکارکهشوندتعیینطوریمعادلگرهیهاینیروکهاستاینهدفاینجادر

:باشدبرقرارزیررابطهبایدصورتایندرباشد،یکسانکار

1qF2qF: 2و 1های های معادل در گرهنیروبه ترتیب

1qM2qM

و 

:شودمیصورت زیر تبدیل انتگرال کار بهگسسته، جایگذاری تابع جابجایی با 

گرهی معادل لنگرهای :و 

 1 1 2 1 3 2 4 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

L

W q x N x v N x N x v N x dx    
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ههای گستردکار معادل برای بار

1 1

0

( ) ( )

L

qF q x N x dx 

1 2

0

( ) ( )

L

qM q x N x dx 

2 3

0

( ) ( )

L

qF q x N x dx 

2 4

0

( ) ( )

L

qM q x N x dx 
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ههای گستردکار معادل برای بار
)عنوان مثال برای یک بار یکنواخت با شدت به )q x qریگیانتگرالازپسمعادلگرهینیرویبردار

21

1

2

2
2

2

12

2

12

q

q

q

q

qL

F
qL

M

F qL

M

qL

 
 
  
  
    

   
   
   
   

 
  

:آیدمیدست صورت زیر بهبه
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استفادهاب.داردقراریکنواختعرضیباریکتحت(الف)شکلدرشدهدادهنشانسادههایگاهتکیهباتیر

تغییرشکلمحدودیاجزاءجوابمعادل،گرهیهاینیروکارازاستفادهباوبرابرهایطولباالماندواز

.کنیدمقایسهتیرمقدماتیتئوریازحاصلجوابباراجواباینوآوریددستبهراتیروسط

(ب)(الف)

(د)(ج)

.‌‌لمانبارگذاری‌ا(‌ج.‌)،‌المان‌و‌جابجاییگذاری‌گرهنماد(‌ب)یکنواخت‌تیر‌با‌بارگذاری‌(‌الف)
های‌گرهی‌کار‌معادلنیرو(‌د)

مثال
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حل
شرایط مرزی و شوندمیگذاری شماره( ب)ها مطابق شکل ها و المانگره

1 2 0v v 

2 2

(1) (2)

3

2 2

2 2

3

2 2

12 6 / 2 12 6 / 2

6 / 2 4 / 4 6 / 2 2 / 4

12 6 / 2 12 6 / 2( / 2)

6 / 2 2 / 4 6 / 2 2 / 4

12 3 12 3

3 3 / 28
             

12 3 12 3

3 / 2 3

z

z

L L

L L L LEI
k k

L LL

L L L L

L L

L L L LEI

L LL

L L L L

 
 


            
 

 

 
 


 
   
 

 

(ب)(الف)

توان نشان داد که بدلیل تقارنمیهمچنین 
2 0 

شوندصورت زیر بیان میها با هم برابرند و بههای سختی المانماتریس

.باشدمی

.باشندمی
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الماناتصال‌

2المان‌1المان‌یجابجایی‌کل
110
220
331
442
503
604

2

L در این مثال در محاسبه ماتریس سختی هر المان باید از طول  )

.شودصورت زیر مونتاژ میسختی کل با استفاده از این جدول بهماتریس 

.( المان استفاده شودبرای هر 
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3:آیندمیدستبهزیرصورتبههاجابجاییمعادلات،اینهمزمانحلبا
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مثال

BDتوسطط میلطه الاسطتیک    Bتوسط یک اتصال مفصلی و در نقطه Oدر نقطه OCتیر شکل زیر، در 

بطا توجطه بطه    . صورت مفصل متصل شده اسطت در هر دو انتها بهBDطوری که میله شود، بهمینگهداری 

10Fاعمال نیروی ثابت  KN درC ، نقطه تغییرمکانC و تنش محوری را در عضوBD

207GPa

40:تیرسطح مقطع ابعاد  40mm mm

69GPa:( آلومینیوم)BDمدول الاستیسیته میله 

278.54mm : آنو مساحت سطح مقطع 

:( فولاد)الاستیسیته تیر مدول 

.کنیدتعیین 
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(الف)
(ب)

(ج)

.‌‌های‌کلیدستگاه‌مختصات‌کلی‌و‌متغیر(‌ب)سازه‌(‌الف)
صورت‌مجزابهالمان‌ها‌های‌جابجایی(‌ج)
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هاجابجاییچیدمان‌

حل‌
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جابجایی-المانتناظر‌

3المان‌2المان‌1المان‌جابجایی‌کلی

1100
2200
3311
4420
5030
6040
7003

(3)دانیم که در این حالت می (3)

1 2 0v v شوندروند حل حذف میها درهستند و این جابجایی.

.استشدهآوردهجدولدرهاالمانهایجابجاییبینارتباط
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3 3
440(40 )

213333 mm
12 12

z

bh
I   

:2و1هایالمانبرای
3

3 3

207(10 )(213333)
1635.6 N/mm

300

zEI

L
 

بااستبرابرzمحورحولاینرسیممانتیرالمانبرای

:ازعبارتند2و1هایالمانسختیهایماتریسبنابراین

(1) (2)

12 1800 12 1800

1800 360000 1800 180000
1635.6

12 1800 12 1800

1800 180000 1800 360000

k k

 
 


            
 

 
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بااستبرابر3المانسختیماتریسبنابراین

3المانبرایو

378.54(69)(10 )
27096 N/mm

200

AE

L
 

(3)
1 1

27096
1 1

k
 

       

1234567
119627.2106×2.94419627.2-106×2.944000
2106×2.944108×5.888106×2.944-106×2.944000

319627.2-106×2.944-66350.4019627.2-106×2.94427096-

4106×2.944108×2.9440108×11.78106×2.944-106×2.9440

50019627.2-106×2.944-19627.2106×2.944-0

600106×2.944106×2.944106×2.944-108×5.8880

70027096-00027096

سختی‌کلماتریس‌
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1 1

1

2

2

3

3

44

0

0

0

10000

0

F R

M

F

M

F

M

RF

   
   
   
   
   

   
   
   
   
   

  

.استشدهاستفادهالعملعکسنیرویدادننشانبرایRازاینجادرکه

دستبهزیرصورتبهنتایجحاصل،55دستگاهحلومقیدشرایطاعمالبا

:آیندمی

4

1 9.3638(10 ) rad 

2 0.73811 mmv  

2 0.0092538 rad  

3 5.5523 v mm 

3 0.019444 rad  
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کردن توجه کنید که عمداً ارقام اعشاری زیادی بکار رفته و از گرد کردن آنها اجتناب شده است، زیرا گرد)

از BDدست آوردن تنش محوری در عضو برای به.( کنددر این مرحله در محاسبات ثانویه ایجاد خطا می

(3)ذیل با رابطه 

2


 شوداستفاده می.

3

0

0 1 0 0 -0.73811 1
69(10 ) 254.6 MPa

0 0 0 1 0200 200

0

BD

 
 

    
     

     
  

.داردقرارکششیتنشتحتنظرموردعضوکهدهدمینشانمثبتمقدار

  

( )

1

( )( ) ( )
2( ) ( )

1 2 ( )

3

( )

4

( )
( ) ( )

e

ee e
e e

e

e

U

Udu x d
E E E N x N x R

dx dx U

U

 

 
 
 

    
 
 
 
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(مقیدمعادلات)هفتمواولمعادلاتدرشدهمحاسبههایجابجاییجایگذاریباالعملعکسهاینیرو

6.آیندمیدستبه 4

1

6

4

2.944(10 ) 9.3638(10 ) 19627.2( 0.73811)

        2.944(10 )( 0.0092538) 10000 N

27096( 0.73811) 27096(0) 20000 N

R

R

    

   

    

. باشدبا صرف نظر از خطای عددی که وابسته به دقت بکار رفته در مثال است، سیستم در تعادل می

، نیرو را در توان با ارزیابی تعادل لنگر حول گره سمت چپ و فقط با استفاده از اصول استاتیکالبته می

20000برابر 3گره  NF

A
 254.6MPaمحاسبه کرد. برابر با  و تنش محوری را توسط رابطه 

ضمناً . شوندهای خمشی توسط روابط مربوط محاسبه میدر المان2و 1های های خمشی در گرهتنش

max,minتوجه شود که برای سطح مقطع مربع،  20y mmباشدمی.
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:1المانبرای لذا 

لنگرواستمفصلیاتصالیک1گرهچونکهشوددقت.باشدمی1الماندر1گرهبهمربوطتنشاین

.شودصفردقیقاًبایدگرهایندرشدهمحاسبهتنشکند،نمیتحملراخمشی

آیدمیدستبهزیرصورتبهتنش1الماندر2گرهبرای

(1) 3

2

6 2
( ) 20(207)(10 ) (0 0.738) ( (2)0.0092 0.0093)

300 300

                    281.3 MPa

x x L
 

       
 

 

(2) 3

2

6 2
( ) 20(207)(10 ) ( 0.73811 5.5523) ( (2)0.019444 0.009538)

300 300

0 

x x L

MPa


 

         
 



(1) 3

2

6 2
( 0) 20(207)(10 ) ( 0.738 0) ( (2)0.00093 0.0092)

300 300

                    0

x x
 

        
 


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تیرستونالمان 

گرهی‌المان‌با‌سختی‌محوریهای‌جابجایی

(ب)(الف)

برشی‌از‌تیر‌به‌منظور‌تشریح(‌ب.‌)تحت‌لنگر‌خمشی‌و‌بار‌محوریتیرستون‌(‌الف)
چگونگی‌کاهش‌لنگر‌خمشی‌به‌علت‌وجود‌بار‌محوری‌کششی
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المان تیرستون
سطختی المطان یطک المطان خمشطی بطه همطراه        66دست آوردن مطاتریس  طور ساده برای بهبهتوان می

ع کردصورت زیر جمبارگذاری محوری، ماتریس سختی المان میله را با ماتریس سختی المان خمشی به

3 2 3 2

( )

2 2

3 2 3 2

2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

12 6 12 6
0 0

6 4 6 2
0 0

12 6 12 6
0 0

6 2 6 4
0 0

z z z z

e

z z z z

z z z z

z z z z

AE AE

L L

AE AE

L L

EI EI EI EI

L L L L
k

EI EI EI EI

L L L L

EI EI EI EI

L L L L

EI EI EI EI

L L L L

 
 
 
 

 
 


 
      
 
 
   
 
 

 
  



المان های خمشی-فصل پنجم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

48

المان تیرستون
:باشدمیشکل زیر تر بهماتریس بالا در فرم ساده

   
   

axial

( )

flexure

0

0
e

k
k

k

 
     

 

اما  . تنهی غیر درگیر متشکل از سختی محوری و سختی خمشی اسکه یک بر هم
:با نظم جدید درجات آزادی محلی داریم

 

1

1

1

2

2

2

u

v

u

v






 
 
 
  

  
 
 
 
  
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محلیمختصاتدستگاهدرالمانسختیماتریس
:باشودمیبرابر

 

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

2 2

0 0 0 0

12 6 12 6
0 0

6 4 6 2
0 0

0 0 0 0

12 6 12 6
0 0

6 2 6 4
0 0

z z z z

z z z z

e

z z z z

z z z z

AE AE

L L

EI EI EI EI

L L L L

EI EI EI EI

L L L L
k

AE AE

L L

EI EI EI EI

L L L L

EI EI EI EI

L L L L

 
 
 

 
 
 


 
 


 
 
 
   
 
 

 
  

المان تیرستون
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انتقال المان

(ب)(الف)

-جابجایی(‌ب.‌)های‌گرهی‌در‌دستگاه‌مختصات‌المانجابجایی(‌الف)

های‌گرهی‌در‌دستگاه‌مختصات‌کل
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.نوشتزیرصورتبهکلیهایجابجاییحسببرتوانمیراالمانیهایجابجاییشکل،ازاستفادهبا

1 1 2

1 1 2

1 3

2 4 5

2 4 5

2 6

cos sin

sin cos

cos sin

sin cos

u U U

v U U

U

u U U

v U U

U

 

 



 

 



 

  



 

  



(4-63)

انتقال المان
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:ماتریسیفرمدر

  

11

21

31

42

52

2 6

cos sin 0 0 0 0

sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1

Uu

Uv

U
R U

Uu

Uv

U

 

 



 

 



    
    

     
       

     
    
    
    
       

.سازدیممرتبطکلیهایجابجاییبهراالمانیهایجابجاییکهطوریبهباشد،میانتقالماتریس[R]که

-بهکلیسیستمدرالمانسختی66ماتریسکهدادنشانتوانمیآسانیبهقبل،بامشابهکاملاًطریقبه

باشدمیزیرصورت

      
T

e eK R k R

انتقال المان
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مثال

1inمرکب از دو تیر یکسان با سطح مقطع مربع به ضلع ( الف)قاب نشان داده شده در شکل 

610و مدول الاستیسیته 10 psiها در گاهتکیهO وCاندکاملاً گیردار در نظر گرفته شده  .

10یکنواختی به شدت مطابق شکل تیر افقی تحت نیروی گسترده /lb inداردقرار.

.کنیداستفادهBدرچرخشوجابجاییمحاسبهبرایستون-تیرالماندواز

(‌ب)(الف)
.‌‌گذاری‌جابجاییدستگاه‌مختصات‌کل‌و‌شماره(‌ب).‌مثالقاب‌مربوط‌به‌(‌الف)
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حل

:باتاسبرابرمقطعسطحمساحتشده،تعیینهایدادهازاستفادهبا
21(1) 1 .A in 

:گرددمیحاصلزیرصورتبهzمحورحولاینرسیممانو

3 4/12 1/12 0.083 .zI bh in  

6:باسختی محوری برابر است لذا پارامتر 5/ 1(10 10 ) / 20 (5 10 ) / .AE L lb in   

.شودمیحاصلزیرصورتبهنیزخمشیسختیپارامترو

3 6 3/ 10 10 (0.083) / 20 104.2 / .zEI L lb in  
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درسختیهایماتریسشوند،مینامگذاری2المانعنوانبهBCعضوو1المانعنوانبهOBعضو

شوندمیبیانزیرصورتبهوهستندیکسانالمانیمختصاتسیستم

5 5

(1) (2)

5 5

5(10 ) 0 0 5(10 ) 0 0

0 1250.4 12504 0 1250.4 12504

0 12504 166720 0 12504 83360

5(10 ) 0 0 5(10 ) 0 0

0 1250.4 12504 0 1250.4 12504

0 12504 83360 0 12504 166720

k k

 
 

 
 

           
   
 

  
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کهشودمیمشاهده،(ب14-4)شکلمطابقهاجابجایییشمارهوکلیمختصاتسیستمانتخاببا

در.استطبقمنکلیمختصاتسیستمبرآنالمانیمختصاتسیستمزیراندارد،انتقالبهنیاز2المان

ازاستفادهبا.داردانتقالبهنیاز1المان،(ج)شکلمطابقکهحالی
2


 

:کهشود مینتیجه 

5 5

(1)

5 5

1250.4 0 12504 1250.4 0 12504

0 5(10 ) 0 0 5(10 ) 0

12504 0 166720 12504 0 83360

1250.4 0 12504 1250.4 0 12504

0 5(10 ) 0 0 5(10 ) 0

12504 0 83360 12504 0 166720

K

  
 


 
 

     
 
 
 
 

-

-
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جابجاییتناظر‌

2المان1المان‌کلی
110
220
330
441
552
663
704
805
906
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 

1250.4 0 12504 1250.4 0 12504 0

0 500000 0 0 500000 0 0

12504 0 166720 12504 0 833360 0

1250.4 0 12504 501250.4 0 12504 500000

0 500000 0 0 501250.4 12504

12504 0 83360 12504 12504 333440

0 0 0 500000 0 0

0 0 0 0 1250.4 12504

0 0 0 0 12504 83360

K

 







 





 

0 0

0 0

0 0

0 0

0 1250.4 12504

0 12504 83360

500000 0 0

0 1250.4 12504

0 12504 166720

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

-

-
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صططورت زیططر حاصططل بططا اسططتفاده از مططاتریس سططختی سیسططتم، دسططتگاه معططادلات مونتططاژ شططده بططه 
شودمی

 

1 1

2 1

3 1

4

5

6

37

38

39

0

100

333.3

100

333.3

X

Y

R

X

Y

R

U R

U R

U M

U

K U

U

RU

RU

MU

   
   
   
   
   
   
   

    
   
   
   
   

   
     
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های مقید با توجه به جابجایی
1 2 3 7 8 9 0U U U U U U     ،هایمولفهعنوانبه3و1هایگرهدرهانیرو

عالفهایجابجاییبرایزیرمعادلاتدستگاهمقید،شرایطکردنلحاظبا.آیندمیبحسابالعملعکس

:شودمیحاصل

آیندمیدستبهزیرصورتبههاجابجاییمقادیرمعادلاتاینهمزمانحلبا

5

4

4

5

4

6

2.47974(10 ) in.

1.74704(10 ) in.

9.94058(10 ) rad

U

U

U









 

 

4

5

6

501250.4 0 12504 0

0 501250.4 12504 100

12504 12504 333440 16.7

U

U

U

    
    

     
          -333.3
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قیدممعادلهششدرشدهمحاسبههایجابجاییجایگذاریباتوانمیراالعملعکسهایمولفهمعمولمطابق

.نمودمحاسبه

مستقیم برای المان تیر با قابلیت محوری، در محاسبه تنش باید بر هم نهی آثار تنش خمشی و تنش محوری

رابطه مربوط باالمان از برای محاسبه جابجایی1عنوان مثال در المان به. را در نظر گرفت
2


 

:شودمیصورت زیر استفاده به
11

21

31

4

42

5

52

4
2 6

00 1 0 0 0 0

01 0 0 0 0 0

00 0 1 0 0 0

1.74704(10 )0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 2.47974(10 )

0 0 0 0 0 1 9.94058(10 )

Uu

Uv

U

Uu

Uv

U











     
     

      
          

       
      

       
      
            
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:شودمیزیر محاسبه صورت به2و 1های تنش خمشی در گره

6 5 4

2

6 2
( 0) 0.5(10)(10 ) ( 2.47974)(10 ) ( 9.94058)(10 )

20 20

                495.2 psi

x x   
      

 

  و تنش محوری برابر است با
6 5 4

2

6 2
( ) 0.5(10)(10 ) (2.47974)(10 ) (2)( 9.94058)(10 )

20 20

                992.2 psi

x x L   
     

 

 

4
6 1.74704(10 )

10(10 ) 87.35 
20

axial psi


  

قسمتبافشاریمحوریتنشگرهایندرزیرادهد،میرخ2گرهدرتنشمقداربیشترینبنابراین،

:شودمیحاصلزیرتنشوشدهجمعخمشیتنشفشاری
1079.6 psi  ( فشاری)
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المان‌های‌خمشی|فصل‌چهارم

 
2 2

3

2 2

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 12 6

6 2 6 4

y

e xz

L L

EI L L L L
k

L LL

L L L L

   
 

 
 
 
 

المانxzهای‌گرهی‌در‌صفحه‌جابجایی(‌ب.‌)المان‌تیر‌سه‌بعدی(‌الف)

(ب)(‌الف)
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المان‌های‌خمشی|فصل‌چهارم

     

   

   
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22
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1 1

axial

2 2

bending xy
2 1

bending 1 1xz

1 1

2 2

2 2

0 0

0 0

0 0

x

x

y

z z

y

z z

z

y y

z

y y

fu

fu

fv

M
k

v f
k

M

k w f

M

w f

M









  
  
  
  
  

    
    

           
    

            
   
   
   
      

:تنوشی زیر توان به فرم مختصر شدهسختی المان را می1010که ماتریس 

 

     

   

   

axial

bending xy

bending xz

0 0

0 0

0 0

e

k

k k

k

 
 
     
 

    
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بعدی کلیسهتیر المان 
.  شوندمیمحاسبه های گرهی معادل متناظر با بار گسترده، بر اساس کار معادل نیرو

)بار گسترده یکنواخت با شدت برای  )z zq x qاستصورت زیر های گرهی بهبردار نیرو:

21

1

2

2
2

2

12

2

12

z

qz
z

qz

qz z

qz

z

q L

f
q L

M

f q L

M

q L

 
 
  
  

    
   

   
   
   

 
  
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(الف)

(ب)

گذاری‌المان‌محدود‌پیچشیعلامت(‌ب.‌)استوانه‌مدور‌تحت‌پیچش(‌الف)
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بعدی کلیسهتیر المان 

هاشپیچحسببرتوانمیراالماناینکلپیچشزاویهاست،ثابتواحدطولدرپیچشزاویهچون

.کردبیانزیرصورتبهگرهیپیچشیهایگشتاورو

2 1x x

TL

JG
  

یا

   2 1 2 1x x T x x

JG
T k

L
       (1 )

فنر الاستیک خطی و در نظر گرفتن شرط تعادل المان با رابطه ( 1)با مقایسه رابطه 

1 2 0x xM M شوندصورت زیر حاصل میطور مستقیم بهمعادلات تعادل المان به.

1 1

2 2

1 1

1 1

x x

x x

MJG

ML





     
    

     

T

JG
 

.باشدمیمصالحبرشیمدولGومقطعسطحقطبیاینرسیممانJآندرکه
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 torsion

1 1

1 1

JG
k

L

 
  

 

های  طعقابل ذکر است که روابط فوق تنها برای سطح مقطع مدور کاربرد دارند و برای دیگر سطح مق

eqjای رایج از سختی پیچشی معادل سازه G

L
.شودمیاستفاده

.آورددستبهمصالحمقاومتمتونیااستانداردایسازهجداولازتوانمیرامعادلسختیاین
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       

     

     

       
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